
МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ ТЕКТОНИЧЕСКИХ СТРУКТУР. 

КОНЕЧНО-ЭЛЕМЕНТНЫЕ ЧИСЛЕННЫЕ КОМПЛЕКСЫ NASTRAN И U-WAY 

А.В. Михайлова, Ю.Л. Ребецкий 

Институт физики Земли им. О.Ю. Шмидта РАН 

Моделирование в тектонофизике является од-

ним из основных инструментов исследования ме-

ханизмов формирования деформационных 

структур разных масштабов: локальных – первые 

километры и десятки километров по латерали и 

мощность осадочного чехла по глубине, регио-

нальных – сотни километров по латерали и всю 

мощность коры или литосферы и глобальных – 

тысячи километров по латерали и вся верхняя 

мантия. В некоторых случаях с помощью моде-

лирования, как правило математического, иссле-

дуется только начальная стадия нагружения 

объекта, когда результатом являются возникаю-

щие в массиве относительно малые деформации, 

которые при этом могут быть больше чисто упру-

гих, и напряжения как реакция на приложенные 

нагрузки – моделирование начального напряжен-

ного состояния. В других случаях с помощью мо-

делирования, как правило лабораторного 

физического эксперимента, удается проследить и 

исследовать процесс эволюции структуры на раз-

ных его стадиях – моделирование эволюции раз-

вития деформационных структур (большие 

деформации, перемещения и повороты).  

МЕТОДЫ ТЕКТОНОФИЗИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Лабораторный физический эксперимент, ос-

нованный на методе эквивалентного моделиро-

вания, является наиболее распространѐнным 

методом моделирования деформаций в горных 

породах земной коры. Основными его достоин-

ствами является достигаемая с помощью физиче-

ского эксперимента на эквивалентных 

материалах наглядность и возможность просле-

живания всего процесса деформирования в его 

эволюции, а также получение в эксперименте в 

явном виде структур разрушения. Для обработки 

результатов физического моделирования разра-

ботаны различные способы количественных оце-

нок деформаций и перемещений в моделях, 

которые позволяют уверенно описывать физиче-

ские закономерности наблюдаемого процесса 

[Михайлова, 1971, 1989; Стоянов, 1977]. Физиче-

ский эксперимент можно производить для изу-

чения трехмерных деформационных структур, 

но, как правило, из-за сложностей изучения по-

добных объектов ограничиваются двумерными 

объектами, находящимися в условиях плоского 

деформирования (неизменность вида объекта 

вдоль одного из направлений и отсутствие де-

формаций вдоль него) или плоского напряжен-

ного состояния (приближение объекта пластиной 

с нулевыми напряжениями на ее поверхности).  

Заметим, что физический эксперимент имеет 

и ряд технических недостатков, связанных со 

сложностью создания моделей и трудностью 

осуществления перебора вариантов. Каждый раз 

требуется создание или подбор эквивалентного 

материала для моделей, а также специальных 

модификаций приборов для обеспечения нужно-

го способа нагружения. Кроме того, не для всех 

длительных геологических процессов физиче-

ское моделирование можно осуществить. Физи-

ческим ограничением лабораторного экспе-

римента является невозможность в некоторых 

случаях выполнить условие подобия для всех 

определяющих ход моделируемого деформаци-

онного процесса параметров. В большей степени 

это ограничение вызывается невозможностью 

выполнить условие подобия по воздействию си-

лы тяжести. 

Математическое моделирование деформаций в 

массивах горных пород разделяется на аналити-

ческое и численное – конечно-элементное или с 

использованием разностных схем расчета. Необ-

ходимым условием математического моделиро-

вания является аппроксимация механических 

свойств природного объекта в виде известных 

реологических моделей упругой, упруго-

пластического, упруго-вязкого или упруго-вязко-

пластического тела, а также задание краевых ус-

ловий на граничных поверхностях моделей в ви-

де распределенных сил – напряжений или 

перемещений (скоростей перемещений). В слу-

чае решения задачи, учитывающей процесс теп-

лопереноса, уравнения механики дополняются 

уравнениями термоупругости, а при изучении 

влияния на деформации флюида, содержащегося 

в трещинно-поровом пространстве, система оп-

ределяющих уравнений включает уравнение 

Дарси, связывающего изменение флюидного 

давления со скоростью его течения. Математиче-

ское моделирование осуществляется в трех- и 

двухмерной постановке, однако решение трех-

мерных задач часто наталкивается как на техни-
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ческие сложности (большое число конечных 

элементов при численном моделировании или 

сложность решения в конечном виде системы 

дифференциальных уравнений), так и сложности 

определения краевых условий. 

Изучение напряженно-деформированного 

состояния с использованием только аналитиче-

ского математического моделирования имеет 

наибольшие ограничения из-за малого диапазона 

нагружения (малые деформации, линейность ис-

следуемой стадии), хотя и обладает удобством 

быстрого исследования количественного влия-

ния на изучаемое явление большого спектра раз-

личных параметров. Промежуточным резуль-

татом аналитического моделирования являются 

формулы в виде аналитических функций или оп-

ределенных интегралов (с известными предела-

ми интегрирования). Эти формулы содержат в 

себе ряд определяющих параметров в виде кон-

стант, что позволяет эффективно исследовать их 

влияние на напряженно-деформированное со-

стояние. Некоторые результаты такого модели-

рования, несмотря на кажущуюся ограни-

ченность, имеют громадное значение для изуче-

ния напряженного состояния, определившего 

характер и особенности формирования разрыв-

ных структур [Григорьев и др., 1987, 1989; Ре-

бецкий, 1987, 1988]. 

Методы численного математического моде-

лирования до самого последнего времени отли-

чались от аналитического математического 

моделирования только возможностью решения 

задач для неоднородных по свойствам объектов 

и используемыми более сложными реологиче-

скими моделями. Учет разрушения в таких рас-

четах осуществляется в неявном виде заменой 

реальных свойств участков модели, достигших 

предельного состояния, на эффективные. Однако 

в настоящее время здесь достигнут определен-

ный прорыв, появились авторские программы, 

позволяющие так же, как в физическом экспери-

менте, получать локализацию пластических де-

формаций и структуры разрушения [Lavier, Buck, 

2001; Poliakov et al., 2001; Burov, Poliakov, 2001; 

Sobolev et al., 2005; Стефанов, 2002, 2005, 2008; и 

др.]. Математическое – численное моделирова-

ние напряженно-деформированного состояния 

осуществляется с помощью специально создан-

ных программ, позволяющих решать задачи о 

деформировании изучаемых объектов – различ-

ных конструкций или, как в нашем случае, тек-

тонических объектов. Эти программы разра-

батывались как большими коллективами для 

коммерческого использования, так и отдельными 

учеными для решения интересующих их науч-

ных проблем.  

В настоящее время широко используются 

конечно-элементные программы MODULEF, 

NASTRAN, ANSYS, MARK, FLAG, PARAVOZ, 

UWAY и др., которые имеют удобный интер-

фейс под ОS WINDOWS. Изучение процесса де-

формирования с их использованием может 

осуществляться для достаточно сложных по 

строению и сильно неоднородным по свойствам 

геологических объектов с использованием раз-

личных реологических моделей. Деформирова-

ние модели осуществляется как за счет внешнего 

воздействия, задаваемого силами или перемеще-

ниями, распределенными по ее границам, так и 

под действием внутренних массовых сил. Задачи 

могут решаться как в линейной, так и в нелиней-

ной постановке с использованием как плоских, 

так и объѐмных (с некоторыми ограничениями) 

геометрических моделей. Более того, некоторые 

программы позволяют моделировать поэтапно 

сам процесс, что представляет особый интерес 

при исследовании геолого-тектонических  

объектов. 

Отметим плодотворность комплексирования 

аналитического математического моделирования 

и физического моделирования [Григорьев, Ми-

хайлова, 1985; Григорьев и др., 1987], позво-

ляющее выявить некоторые особенности 

процесса деформирования, которые по результа-

там только физического эксперимента трудно 

количественно характеризовать. В лаборатории 

тектонофизики ИФЗ РАН в последние годы на-

коплен определенный опыт численного матема-

тического моделирования деформаций в геоло-

гических объектах с использованием целого ряда 

конечно-элементных программных комплексов: 

MODULEF, NASTRAN, UWAY. Как известно, в 

предыдущие годы в нашей лаборатории в основ-

ном использовали методы физического и мате-

матического аналитического моделирования. В 

настоящей работе мы хотим поделиться опытом 

в освоении этих новых программных средств, 

что позволит молодым исследователям быстрее 

пройти путь начального этапа освоения подоб-

ных программ. 

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ 

Математическое моделирования подразуме-

вает сведение проблемы геодинамики к краевой 

задаче механики деформируемого тела. Оно 

включает в себя описание геометрии объекта, 

выбор механической (реологической) модели 

геосреды, определение краевых и начальных ус-

ловий, а также запись определяющих уравнений 

поставленной задачи механики. 
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Методом аналитического математического 

моделирования называют теоретический анализ 

напряженного состояния, выполненный путем 

решения краевой задачи механики с получением 

конечных выражений в виде аналитических 

функций. Аналитическое математическое моде-

лирование напряжений предполагает наличие 

природного объекта достаточно простой геомет-

рии (неограниченный в плане слой, полоса, по-

лупространство и др.), постулирование линейной 

формы зависимости между тензорами напряже-

ний и деформаций или приращений деформаций 

(упругое или вязкое тело) и малости развиваю-

щихся деформаций (начальная и конечная гео-

метрия объекта мало отличаются, полные 

деформации <0.1% ) и относительно простые 

виды внешнего нагружения. Именно в этом слу-

чае решение поставленной проблемы удается 

свести к двумерным задачам классической меха-

ники сплошной среды, что позволяет проинтег-

рировать систему разрешающих дифферен-

циальных уравнений в замкнутом виде, доведя 

решение до конечных выражений для компонен-

тов тензора напряжений и перемещений в виде 

аналитических функций.  

Примером подобного подхода является ана-

литическое моделирование напряжений в оса-

дочном чехле над активным разломом 

кристаллического фундамента, которое может 

быть выполнено при постулировании малости 

деформаций (скоростей деформаций), при выбо-

ре простой начальной геометрии объекта – гори-

зонтально слоистое, бесконечное в плане тело 

(не учитываются малые отклонения рельефа от 

горизонта) и простой формы нагружения в виде 

неразрывного контакта слоя с бесконечно жест-

кими блоками основания (рис. 1). Постановка 

задач механики, вытекающих из схемы рис. 1, 

позволяет исследуемые проблемы геодинамики 

свести к двумерным задачам плоской деформа-

ции (движение по разлому в виде сброса или 

взброса рис. 7, 1) или антиплоской деформации 

(движение по разлому вдоль простирания – гори-

зонтальный сдвиг).  

 

 

 

 

Рис. 1. Идеализированная схема геометрии осадочного чехла над активным разломом фундамента и возможные 

механизмы смещений по плоскому разлому [Григорьев и др., 1987] для трехмерного варианта смещений блоков 

фундамента (а) и случай двумерного представления краевой задачи для механизмов взбросового и сбросового 

смещения крыльев разлома (б) 

Сведение проблем геодинамики к задачам 

плоской деформации. В работах [Григорьев и 

др., 1987; 1989] в качестве модели среды для 

осадочного чехла использовалась модель линей-

но-вязкого тела, а блоки кристаллического фун-

дамента считались недеформируемыми. В такой 

постановке, как это показано на рис. 7, б, речь 

идет о двумерной задаче плоской деформации 

(решение зависит только от двух координат x, y) 

для слоя со смешанными краевыми условиями 

(на дневной поверхности условия заданы в на-

пряжениях – нулевые напряжения, а на подошве 

– в скоростях перемещений), решение которой 

сводится к несобственным интегралам для трех 

компонент напряжений и двух компонент пере-

мещений, содержащим ряд геометрических и 

механических параметров задачи в виде заранее 

неопределенных констант:  
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Представленные здесь интегралы содержат в 

подынтегральных выражениях ( ijF  и ij , i, j = x, 

y) гиперболические функции, которые стремятся 

к нулю при  . Поэтому эти интегралы дос-

таточно просто вычисляются. При этом перебор 

значений параметров задачи (H – мощность слоя, 

  – удельный вес среды, oS  – относительная 

скорость движения блоков,   – вязкость среды, 

  – угол наклона разлома к горизонту) позволя-

ет достаточно эффективно исследовать их влия-

ние на конечное решение. В выражениях (1) x и y 

– безразмерные координаты, полученные путем 

нормирования на мощность слоя H. Слагаемое в 

квадратных скобках определяет вклад в общее 

напряженное состояние сдвига вдоль активного 

разлома в фундаменте, а слагаемое, содержащее 

удельный вес пород, – литостатическое давле-

ние. Полученные результаты расчета напряже-

ний относились к начальной стадии 

деформирования, которую в физическом экспе-

рименте наблюдают до появления первых облас-

тей локализации деформации или до появления 

первых трещин. Эти данные восполняют их от-

сутствие для начальной стадии в физическом 

эксперименте (см. выше) и являются основой для 

комплексирования (совместного анализа) ре-

зультатов, полученных этими двумя методами 

тектонофизического моделирования.  

На рис. 2 показаны закономерности распре-

деления эквивалентных по Мору напряжений в 

вязком слое, блоки фундамента которого испы-

тывают взрезовый, сбросовый и раздвиговый 

механизмы движения.  
 

 
Рис. 2. Изолинии эквивалентных по Мору напряжений для взрезового (а), сбросового (б) и раздвигового (в) 

механизмов движения при разном соотношении вклада в общее напряженное состояние напряжений от движе-

ния блоков и от массовых сил (для случая I вклад первых больше, чем для случая II). Выделены области разно-

го типа напряженного состояния, где возможно появление трещин разного генезиса (отрывы, сколы): 1 – оба 

главных напряжения растягивающие, 2 – одно из главных напряжений растягивающее, 3 – оба главных напря-

жения сжимающие; 4 – изолинии эквивалентных напряжений 

Сведение проблем геодинамики к задачам ан-

типлоской деформации. Примером численного 

моделирования двумерных задач в условиях ан-

типлоской деформации является модель гори-

зонтального сдвигания линейно-вязкого слоя за 

счет соответствующего смещения жестких бло-
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ков основания вдоль границы их контакта 

(рис. 3, а) [Ребецкий, 1987, 1988]. При этом вяз-

кий слой рассматривается как модель осадочного 

чехла, а жесткие блоки основания имитируют 

блоки кристаллического фундамента, разделен-

ного разломом. В этом случае подход, аналогич-

ный тому, что использовался в работах [Гри- 

горьев и др., 1987; 1989], дает возможность по-

лучить окончательное решение в виде простых 

аналитических выражений для ненулевых значе-

ний касательных напряжений и скорости пере-

мещений w , к которым добавляются 

нормальные напряжения, вызванные массовыми 

силами: 
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Заметим, что горизонтальное сдвигание бло-

ков фундамента приводит к появлению каса-

тельных напряжений xz  и yz , нормальные 

напряжения в выражениях (2) связаны с воздей-

ствием массовых сил. Воздействие от массовых 

сил в случае чисто упругой реакции горных по-

род приводит к возникновению напряжений го-

ризонтального сжатия, меньших (q < 1 – 

величина бокового отпора) по абсолютной вели-

чине напряжений вертикального сжатия (вес 

столба горных пород – литостатическое давле-

ние). При упруго-пластической реакции, возни-

кающей на фоне повышенной флюидизации 

[Ребецкий, 2008], эти напряжения сближаются 

так, что на больших глубинах q = 1. Достижение 

подобного простого вида разрешающих выраже-

ний (2), отсутствие несобственных интегралов в 

сравнении с выражениями (1) связано с тем, что 

задача антиплоской деформации сводится к 

дифференциальному уравнению в частных про-

изводных второго порядка от неизвестной скоро-

сти перемещений w, в то время как задача 

плоской деформации – к дифференциальному 

уравнению в частных производных от вводимой 

в решение функции напряжений. На рис. 3, б 

представлено распределение в вертикальном се-

чении значений максимальных касательных  

напряжений. 

  

Рис. 3. Схема нагружения слоя при механизме горизонтального сдвигания (а) и распределение в слое макси-

мальных касательных напряжений (б) [Ребецкий, 1988] 

Как видно из вышесказанного, результаты 

аналитического моделирования позволяют дать 

прогноз развития хрупкого разрушения, который 

достаточно хорошо соответствует результатам, 

получаемым при физическом моделировании, 

когда последнее выполнено с учетом условия 

подобия. 

Задачи геодинамики в виде задач плоского 

напряженного состояния. В других случаях 

возможность аналитического моделирования 

природного объекта определяется сведением ре-

шаемой проблемы к задаче плоского напряжен-

ного состояния для неограниченного в плане 

слоя с вертикальной трещиной (рис. 4, а) [Осо-

кина, Фридман, 1987] со сдвигом по простира-

нию. Здесь решалась задача теории упругости об 

активизации трещины с трением вдоль ее бере-

гов в заданном внешнем поле напряжений (зна-

чения напряжений исходного и возмущенного 

трещиной поля равны друг другу на бесконечно-

сти). Решение в виде аналитических функций 

комплексных переменных удавалось получить 

при использовании комплексных функций Мус-

хелишвили [1966]. На рис. 4, б показано распре-

деление касательных напряжений в окрестности 

трещины сдвига. 

Выше говорилось, что аналитическое моде- 

а б 
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Рис. 4. Схема нагружения пластины с трещиной (а) и распределение максимальных касательных напряжений в 

ее окрестности (б) [Осокина, 1987] 

 
Рис. 5. Комплексирование [Григорьев и др., 1987; 1989] результатов аналитического (а) и трех этапов физиче-

ского (б) и моделирования механизма деформирования осадочного чехла над активным разломом фундамента 

для взреза ( 90 ), сброса ( 45 ), раздвига ( 0 ). Эффективные по Мору напряжения (а) и структуры 

разрушения (б) 

лирование дает возможность получать данные о 

напряженном состоянии при достаточно сильном 

ограничении – малости развивающихся в про-

цессе нагружения деформаций. Повышение эф-

фективности математического аналитического 

моделирования достигается его комплексирова-

нием с результатами физического модели-

рования. Использование математического моде-

а б 
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лирования позволяет описывать начальную ста-

дию деформирования, которая в силу малости 

деформаций не может исследоваться с помощью 

физического эксперимента (см. рис. 5 и рис. 6).  

В завершении этого раздела отметим, что анали-

тическое моделирование требует хорошего зна-

ния теории решения краевых задач механики и 

поэтому наиболее трудно для использования 

геологами и физиками. Несмотря на определен-

ную ограниченность этого метода, простые вы-

ражения, получаемые с его помощью, дают 

возможность быстро и эффективно изучить 

главные закономерности поля напряжений для 

задач геодинамики. 

 

Рис. 6. Комплексирование [Григорьев и др., 1987; 1989] результатов аналитического (а) и двух этапов физиче-

ского (б) и моделирования механизма деформирования осадочного чехла над активным разломом фундамента 

для взреза ( 90 ), сброса ( 45 ), раздвига ( 0 ). Траектории главных напряжений (а) и деформаций (б): 

1, 2 – для максимального сжатия (укорочения) и растяжения (удлинения) 

МЕТОДЫ ЧИСЛЕННОГО МАТЕМАТИЧЕСКОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Метод численного моделирования преду-

сматривает сведение краевой задачи механики по 

определению поля напряжений и деформаций 

исследуемого объекта к численному решению 

систем линейных алгебраических уравнений. Он 

основан на дискретизации исследуемой области 

на конечные элементы так, что их размеры во 

многом определяют детальность и точность дос-

тигаемого решения. Конечно-элементное моде-

лирование в механике создавалось в первую 

очередь для расчета строительных конструкций, 

деталей машин и летательных аппаратов. К ре-

шению тектонофизических задач оно стало ши-

роко применяться в течение последних 30 лет.  

В сравнении с аналитическим моделировани-

ем возможности численного математического 

моделирования позволяют использовать более 

сложные реологические модели среды: упруго-

вязкое тело с вязкостью, являющейся функцией

напряжений, упруго-пластическое тело с крите-

рием перехода в пластическое состояние по Ми-

зесу (зависимость от уровня девиаторных 

напряжений) или по Друккер – Прагеру (зависи-

мость не только от уровня девиаторных напря-

жений, но и от всестороннего давления). Кроме 

того, возможности методов численного модели-

рования позволяют решать задачи по определе-

нию напряжений в существенно неоднородных 

средах, содержащих множество областей с раз-

ными механическими свойствами, и сложной 

геометрией. Тип задания краевых условий прак-

тически неограничен и в большей степени обу-

словлен возможностями дискретизации среды – 

размерами конечных элементов.  

Важным отличием численного моделирова-

ния от аналитического является возможность 

исследования напряженно-деформированного 

состояния объекта при больших деформациях.
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Более того, технология моделирования позволяет 

изменять конечные элементы, выполняя расчеты 

деформированного состояния в его эволюции.  

Хотя методы численного моделирования по-

зволяют решать задачи для сложных трехмерных 

объектов, но применительно к задачам геодина-

мики, рекомендуется на первом этапе, так же как 

это делалось в методах аналитического модели-

рования, свести проблему к двумерной задаче 

механики (плоская или антиплоская деформация, 

плоское напряженное состояние). Лишь после 

того, как основные проблемы, которые связаны с 

неопределенностью задания краевых условий на 

нижней и боковых границах модели, будут ис-

следованы, можно переходить к трехмерному 

конечно-элементному моделированию. 

Численное моделирование локальных струк-

тур. В качестве одного из примеров численного 

моделирования в конечных элементах приведено 

построение области деформирования и разруше-

ния в однородном по свойствам линейно-вязком 

слое над возникающей в фундаменте флексурой 

[Stein, Wickham, 1980]. Здесь исследуемая геоди-

намика сводится к двумерной задаче плоской 

деформации механики сплошной среды. Модель 

создаѐтся поэтапно (в эволюции) так, что на ка-

ждом последующем этапе общая геометрия объ- 

екта изменяется за счет деформаций. Сами де-

формации возникают благодаря приложению к 

подошве модели скоростей перемещения по си-

нусоидальному закону (см рис. 7, А). Этот тип 

нагружения во многом подобен механизму 

взброса, представленному на рис. 5 и рис. 6.  

В процессе деформирования на каждом этапе 

выделяются элементы, подвергшиеся «разруше-

нию» в соответствии с критерием Кулона –

 Мора, при этом перед следующим этапом де-

формирования их свойства изменяются таким 

образом, что в каждом «разрушенном» элементе 

вязкость уменьшается (на два порядка), т.е. вво-

дятся некоторые эффективные свойства элемен-

та, учитывающие появление в нем нарушения 

сплошности. Создавалось два типа моделей – 

однородные и слоистые, свойства элементов ха-

рактеризовались плотностью и вязкостью. В ра-

боте подробно описывается выбор численных 

значений характеристик. Решение получено на 

основе авторской программы.  

Результаты расчета деформаций (рис. 7. Б) 

сопоставлялись с ранее производившимся расчѐ-

том [Sanford, 1959] и физическим экспериментом 

[Friedman et al., 1976] (рис. 6, В). Из представ-

ленных результатов расчета видно хорошее  

их согласие с результатами физического  

эксперимента. 

 

Рис. 7. Пример численного моделирования. Моделирование разрушения структуры в слое над возникающей в 

фундаменте флексурой, авторы [Stein, Wickham, 1980]. А – диаграмма, иллюстрирующая граничное условие на 

подошве слоя;  приложенные скорости перемещений синусоидальны на участке D; Б – детали деформаций в 

одной из моделей автора:1 – «разрушенные» элементы, 2 – главные максимальные растягивающие напряжения 

в элементах; В – график по экспериментальным данным [Friedman M. еt al., 1976], приведенный для сравнения с 

его моделями в конечных элементах: 3 – траектории главных нормальных сжимающих напряжений, 4 – линии 

разрывов 
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Численное моделирование региональных 

структур. Представленные на рис. 7 результаты 

относятся к моделированию локальных структур 

(локального поля напряжений) размером в пер-

вые километры – осадочный чехол над активным 

разломом фундамента. Более крупный объект 

для моделирования – участок литосферы пред-

ставлен на рис. 8. Здесь задача геодинамики так 

же, как и в первом случае, была сведена к задаче 

плоской деформации механики сплошной среды. 

В задачу моделирования в конечных элементах 

входило выяснение поля напряжений, возни-

кающего в результате действия только плотност-

ных неоднородностей в исследуемом объекте. 

 
Рис. 8. Пример численного моделирования. Обновление литосферной мантии способом деламинации (автор 

Т.В.Романюк): а – условия моделирования; б – поле значений максимальных касательных напряжений в упру-

го-пластической модели 
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Рис. 9. Пример численного моделирования. Построение глобального поля напряжений [Bird, 1998]: а –  конеч-

но-элементная сетка модели в меркаторовской проекции. б – полученное в результате расчѐта поле наибольших 

сжимающих главных горизонтальных напряжений 

Данная задача возникает при изучении меха-

низмов обновления континентальной литосфер-

ной мантии – деламинация литосферы. Рассмат-

ривались два типа моделей – упругая и упруго-

пластическая. Моделирование должно было про-

верить следующее положение: горячая астено-

сфера внедряется в пространство, образо-

вавшееся между корой и литосферной мантией, и 

литосферная мантия постепенно обновляется за 

счѐт внедряющейся астеносферы [Романюк, Ми-

хайлова, 2008]. Модель состояла из девяти раз-

ных по механическим свойствам и плотности 
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участкам. Размеры модели измерялись сотнями 

километров. Решение задачи выполнено с ис-

пользованием программного комплекса 

NASTRAN. 

На рис. 7 показаны условия моделирования и 

поле главных нормальных алгебраически макси-

мальных напряжений в пластической модели. Из 

графика видно, что в астеносферной области (S1) 

величина сжатия уменьшается от основания к 

кровле слоя и достигает на некоторых участках 

положительных значений, что должно облегчать 

проникновение астеносферного материала в об-

ласть, где уже произошло отслаивание литосфе-

ры. Напряжения в кровле отслаивающейся 

литосферы (область S2) также приближаются к 

растягивающимся. При высоких касательных 

напряжениях это должно способствовать процес-

су деламинации и дальнейшего проникновения 

астеносферы с более высокой температурой в 

область между корой и литосферой, а вместе с 

этим обновлению литосферы. 

Численное моделирование глобального поля 

напряжений. Другой представляемый здесь 

пример численного моделирования относится к 

изучению уже глобального поля напряжений в 

литосфере Земли [Bird, 1998]. Здесь двумерность 

решения достигается использованием оболочеч-

ного приближения основных уравнений механи-

ки. На рис. 9 приведены данные результатов 

исследования формирования глобального поля 

напряжений в соответствии с гипотезой тектони-

ки плит с учѐтом топографии, термического ре-

жима и глобальных разрывных структур, 

образующих границы плит.  

Решение базировалось на представлениях о 

хрупко-пластической реологии с учѐтом данных, 

накопленных к 90-м годам о вязкостных и проч-

ностных свойствах деформируемых массивов до 

глубины первых сотен километров. Реология 

имеет одну и ту же математическую форму во 

всех точках модели, тензор скорости деформа-

ций и тензор девиаторных напряжений оценива-

ются исходя из трѐх законов течения: 

разрывообразования с трением, дислокационной 

ползучести, и ньютоновской (линейной) ползу-

чести (вязкость). Полный тензор напряжений 

находится сложением с литостатическим напря-

жением. Упругими деформациями, циклами зем-

летрясений и другими проходящими явлениями 

пренебрегается. Напряжения разрывообразова-

ния с трением оценивались исходя из предполо-

жения гидростатического порового давления. 

Коэффициент трения везде одинаков (kf = 0.85): 

во внутриплитной коре и в мантийной литосфе-

ре. Параметры дислокационной ползучести по-

стоянны, но свои для каждого слоя, они 

одинаковые для хрупко-пластического течения в 

коре и другие – в литосферной мантии, бази-

рующиеся на оливиновой реологии.  

П. Бирд использует специально созданную 

им программу в конечных оболочечных сфери-

ческих элементах. В результате анализа было 

построено глобальное поле напряжений с точно-

стью 30 о
.  

Представленные выше результаты иллюст-

рируют возможности численных методов анали-

за напряженно-деформированного состояния 

геологических объектов трех разных масштабов 

от локального до глобального. Для проведения 

подобных исследований возможно применение 

специально созданных программ или использо-

вание коммерческих. В каждом случае есть свои 

плюсы и минусы. В настоящее время коммерче-

ские программы для решения тектонофизических 

задач отсутствуют. Во Франции под руково-

дством профессора Ж. Анжелье для тектонофи-

зических исследований впервые, насколько нам 

известно, была привлечена коммерческая про-

грамма MODULEF, созданная для решения тех-

нических задач. Она успешно применяется в его 

лаборатории уже многие годы.  

Более широкими возможностями обладает 

коммерческая программа NASTRAN. Она ориен-

тирована на работу конструкторов, но применя-

лась для исследования температурных 

деформаций Байкальской рифтовой зоны в Ин-

ституте Земной коры СО РАН. Эти программы 

удобны в использовании, так как позволяют лег-

ко варьировать значения параметров исходных 

данных, величины которых, как правило, извест-

ны нам  приблизительно. Кроме того, результаты 

расчѐтов могут быть с их помощью сразу же 

представлены как в цифровом, так и в графиче-

ском виде.  

Коммерческие программы, созданные для 

решения задач механики применительно к тех-

нике, они имеют также и ряд ограничений. Так, 

например, при расчете упруго-пластических де-

формаций заложено ограничение на предельную 

величину пластической деформации (как прави-

ло, это 20-25%). Другое ограничение на правиль-

ное применение этих программ накладывает 

квалификация пользователей и ограниченность и 

краткость информации о возможностях исполь-

зуемых программ. Геологам и физикам, которые 

используют данные программы при решении за-

дач геодинамики, сложно разобраться в их внут-

ренней логистике, в правильности выбираемых 

ими параметров.  

Оптимальным здесь является сотрудничество 

разработчиков программ и конечных пользова-

телей. В настоящее время лаборатория тектоно-

физики ИФЗ РАН сотрудничает со 
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специалистами механиками и математиками из 

Института Прикладной Механики РАН, которые 

разрабатывают программный комплекс U-Way 

для решения задач геомеханики и горного дела. 

Эта программа в силу своей направленности на 

изучение поведения горных массивов под на-

грузкой в значительной степени свободна от от-

меченных выше недостатков коммерческих про-

грамм. Консультации научных сотрудников, соз-

давших численный конечно-элементный 

комплекс, позволяют быстро и эффективно вы-

полнять численное моделирование исследовате-

лям, не являющимся специалистами в области 

решения краевых задач механики. 

ТЕХНОЛОГИЯ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ 

Коммерческие программные комплексы про-

граммы MODULEF, NASTRAN, ANSYS, MARK 

и др., а также цитируемый выше комплекс U-

WAY (ИПРИМ РАН), имеют практически оди-

наковую теоретическую базу по возможностям 

реализации механического поведения деформи-

руемой среды. Все они создавались для решения 

задач конструкционной механики и расчета де-

талей машин. В них создание модели напряжен-

но-деформированного состояния исследуемого 

объекта в рамках конечно-элементных про-

граммных комплексов требует последовательно-

го выполнения ряда процедур [Шимкович, 2001]: 

1) описания геометрии объекта с выделением 

подобластей разных механических свойств;  

2) указания свойств всех подобластей модели;  

3) разбиения подобластей на конечные двумер-

ные или трехмерные элементы с нумерацией уз-

лов элементов; 4) описания типа решаемой 

задачи и задания краевых условий нагружения 

или объемных сил; 5) выполнения расчетов;  

6) построения компонентов тензора напряжений, 

перемещений в виде изолиний или изообластей.  

Создание геометрии модели. Начало работы в 

любой программе связано с описанием геомет-

рии модели. Природную структуру надо пред-

ставить в виде геометрической модели в 

масштабе, зависящем от величины исследуемого 

природного объекта, и здесь возникает две ос-

новные проблемы. Первая особенность заключа-

ется в том, что геологические объекты сложены 

горизонтально слоистыми породами, имеющими 

также и латеральные неоднородности. Эти слои 

имеют разные свойства, (то есть по-разному де-

формируются) и часто переходят один в другой, 

постепенно их меняя. Тем не менее, приходится 

определять границы областей с разными свойст-

вами. Таким образом, геометрия моделей геоло-

гических объектов серьѐзно отличается от 

технических конструкций, для которых предна-

значена программа NASTRAN. Вторая особен-

ность – размеры моделируемых объектов. 

Большей частью они измеряются даже не метра-

ми, а километрами и сотнями километров. Это 

создаѐт определѐнные трудности при выборе 

системы единиц. Наиболее подходящей из при-

нятых в технике и в физике систем единиц ока-

зывается система СИ, в которой расстояния из-

меряются метрами, а напряжения Паскалями 

(Н/м
2
). Однако надо иметь в виду, что у про-

граммы NASTRAN существуют некоторые огра-

ничения на размер областей, которые 

проявляются при разбиении сетки элементов 

(mesh). Решение этой проблемы можно найти 

при задании координат в километрах (так как 

координаты выражаются меньшими величинами, 

а программе всѐ равно, метры там или километ-

ры). В этом случае расчеты приходится выпол-

нять в нестандартной системе единиц, где 

расстояния выражены в километрах, напряжения 

– в килобарах, плотности - в некоторых услов-

ных единицах.  

Следует заметить, что препроцессорная часть 

(создание модели строения, реологии и условий 

нагружения геологического объекта) в комплексе 

NASTRAN использует известную программу 

FeMap, которая позволяет существенно облег-

чить построение сложных по геометрии объек-

тов. Применительно к решению задач геодина-

мики, где количество разных по свойствам уча-

стков литосферы может быть очень большим, в 

лаборатории тектонофизики ИФЗ РАН разрабо-

тан пакет программ под AutoCAD на языке LISP, 

позволяющий автоматизировано выполнять про-

цедуры создания геомет-рии модели. В этом слу-

чае требуется лишь предварительное создание 

двух файлов: файла с описанием границ областей 

по номерам угловых точек и файла с координа-

тами угловых точек. При создании файла коор-

динат следует все координаты умножить на 

0.0254, так как единица в FeMap хранится в виде 

числа 0.0254. После создания геометрии Auto-

CAD команда «region» превращает замкнутые 

линии в «области». После чего уже полноценную 

геометрию модели можно экспортировать из Au-

toCAD в виде файла с расширением *.sat. При 

импортировании в NASTRAN все координаты 

автоматически умножаются на масштабный ко-

эффициент 39.37, и таким образом модель ока-

зывается отображѐнной в нужных единицах. 

Пример сложного характера геометрии иссле-

дуемого природного объекта, созданного по 

представленной технологии, показан на рис. 10. 
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Рис. 10. Пример создания геометрии участка зоны субдукции для численного моделирования (размеры в кило-

метрах) в программе AutoCAD с последующей конвертацией в NASTARN 

Здесь модель участка зоны субдукции сведе-

на к задаче плоской деформации. Вертикальное 

сечение исследуемого участка состоит из 198 

областей. Ручное создание подобного объекта 

только возможностями FeMap повлекло бы к 

возникновению множества ошибок из-за рутин-

ности операций. 

Выбор механических свойств материалов мо-

дели. Программы по конечно-элементному мо-

делированию имеют возможность анализировать 

созданные модели в рамках упругой, упруго-

пластической, пластической и вязкой постанов-

ки. Применительно к задачам геодинамики вы-

бор модели зависит в первую очередь от 

характерного для модели времени осреднения. 

Если нас интересуют короткие периоды, напри-

мер, мы рассматриваем геолого-тектоническую  

структуру в современное или новейшее время, то 

есть до десятков или сотен тысяч лет, то пред-

почтительной оказывается упруго-пластическая 

модель, при рассмотрении длительных периодов, 

с характерными временами в сотни миллионов 

лет, сопоставимыми с временем создания плика-

тивных образований, возможно, целесообразнее 

обратиться к вязким моделям. При выборе рео-

логических критериев можно опираться на ре-

альные данные о моделируемом массиве 

геоматериалов. Модуль упругости можно опре-

делять в соответствии с данными о скоростях 

прохождения сейсмических волн, модуль пла-

стичности - опираясь на известные данные о 

пределе прочности деформируемых слоѐв на 

разных глубинах, коэффициенты вязкости – в 

соответствии с известными скоростями дефор-

маций в различных слоях и с данными о вязкост-

ных характеристиках породообразующих мине-

ралов. Упругие характеристики слоѐв (модуль 

Юнга и коэффициент Пуассона) могут быть по-

лучены из данных о скоростях прохождения 

сейсмических волн и данных о петрографии сло-

ѐв, слагающих моделируемые объекты. Возмо-

жен также учѐт упругих характеристик, 

полученных из данных об испытаниях образцов 

пород, характерных для этих слоѐв. Вариации 

модуля упругости при этом лежат в пределах 4-5 

порядков, а коэффициент Пуассона составляет 

0.2-0.5. Плотностные характеристики модели 

определяются на основании гравитационного 

моделирования. [Романюк и др., 2001; Романюк 

и Ребецкий, 2001]. Критерии пластичности вы-

бираются из соображения существующих уров-

ней напряжений, определяемых несущей способ-

ностью верхних слоѐв Земли: для коры – десятки 

и первые сотни бар, для литосферы – первые де-

сятки бар, для астеносферы – первые единицы. 

При этом разумно для коры и литосферы прини-

мать модель Кулон – Мора или Друккер –

 Прагера, поскольку в этих слоях в массиве фик-

сируется большое число дислокаций разного ро-

да. Для астеносферы и верхней мантии, где 

величина напряжений относительно постоянна, 

правильным будет выбор модели Мизеса.  

Возможность задания материала модели в 

окнах программы NASTRAN определяется по 

следующему пути: Model  Material  окно 

«Define Isotropic Material». В окне (см. рис. 11, а) 

имеется возможность выбора упругих парамет-

ров, плотности материала, коэффициентов, ис-

пользуемых в решении термоупругой задачи, а 

также выход в окно задания параметров пла-

стичности (нелинейность) рис. 11, б. Здесь опи-

сываются свойства всех модельных материалов, 

содержащихся в исследуемом объекте. В этом 

окне вписываются соответствующие характери-

стики, из которых обязательными являются 

«Youngs Modulus E» (модуль Юнга), «Pois- 

sons Ratio nu» (коэффициент Пуассона) и «Mass  
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Рис. 11. Окна определения свойств материала препроцессорной части программы NASTRAN (программа Fe-

Map) 

Density» (плотность). В случае осуществления 

нелинейного расчѐта могут быть необходимы 

дополнительные характеристики, об их исполь-

зовании говорится ниже (окно «Define Nonlinear 

Material» рис. 11, б). Заметим, что число модель-

ных материалов может быть меньше числа замк-

нутых областей с разными свойствами из-за 

повторения свойств. Model  Property: окно 

«Define Property» (рис. 11, а), c помощью клави-

ши «Elem/Property Type» открываем окно 

«Elem/Property Type» и уже в этом окне выбира-

ем тип элементов, в данном случае «Solid» OK! 

После чего снова открывается окно «Define Prop-

erty – SOLID Element Type», для элемента 

«Solid» надо заполнить графу «Title» и выбрать 

свойства материала из списка Material: «глина 

CGS для фундам», для двумерных элементов 

Plane и Plate обязательно также заполнение гра-

фы «Thickness», которая заполняется в зависимо-

сти от принятой размерности так, чтобы 

сохранилась двумерность модели. 

Выбор свойств подобластей моделируемой 

структуры и ее элементов. На этой стадии всем 

созданным подобластям модели присваиваются 

свойства из числа модельных материалов, соз-

данных на предыдущей стадии, указывается ре-

шаемая проблема (рис. 12): трехмерная задача 

(solid), плоская деформация (plain straion), плос-

кое напряженное состояние (plate). 

 
Рис. 12. Определение свойств элементов: а) - по типу задачи б) - присваивание свойств 

а б 
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Построение сетки конечных элементов. Важ-

ным шагом создания модели является разбиение 

подобластей на конечные элементы. Их размер 

во много определяет точность расчетов. В пре-

процессорной части программы NASTRAN (про-

грамма FeMap) создание сетки элементов 

возможно различными способами. Принципи-

ально отличаются два подхода: создание сетки 

без предварительного построения геометрии 

структуры и заполнение уже выстроенной гео-

метрической модели элементами. Так как при-

родные геологические объекты имеют сложную 

тектонику и, кроме того, отличаются большим 

разнообразием свойств, модель, как правило, со-

стоит из большого числа подобластей с разными 

свойствами. Поэтому построение сетки конеч-

ных элементов удобнее производить после опре-

деления геометрии, материала модели и свойств 

элементов. Разбиение сетки рационально дове-

рять самой программе и делать автоматически, 

выбирая подобласти одну за другой с помощью 

последовательности вызовов в окнах NASTRAN 

(FeMap): Mesh  Geometry  Surface. Предва-

рительно используя: Mesh  Mesh Control  

Default Size, проставляем размер сетки. Далее 

команда: Mesh  Geometry  Surface в окне 

«Entity Selection-Select Surfaces to Mesh» выбира-

ем нужную область, в данном случае: 5,  OK! 

открывается окно автоматического создания сет-

ки элементов «Automesh Surfaces», в котором 

выбираем из списка Property 1..соra, а также про-

ставляем угол 90 градусов в графе Quads 

(when…..of 90 degrees) OK. 

Опыт расчетов показывает, что более эффек-

тивным с точки зрения точности расчета являет-

ся выбор преимущественно четырѐхугольной 

формы элементов. Заметим, что треугольные 

элементы неизбежно возникают при автомати-

ческом разбиении сетки из-за сложности геомет-

рии. В программе NASTRAN существуют сред-

ства, позволяющие свести число треугольных 

элементов к минимуму. В процессе создания 

сетки конечных элементов происходит их нуме-

рация, а также нумерация узлов элементов (но-

дов). Начинать построение сетки лучше с 

верхних, как правило, более мелких областей. 

Так как области в тектонических моделях обыч-

но имеют субгоризонтальную ориентировку и 

близкие к прямоугольным контуры, то выгоднее 

выбирать четырѐхугольную форму элементов. 

Иногда требуется минимизировать число тре-

угольных элементов, которые неизбежно возни-

кают при автоматическом разбиении сетки. 

Например, когда программа FeMap используется 

для подготовки расчетной области для програм-

мы U-Way (см. далее), при подготовке модели к 

анализу этой программой приходится все эле-

менты приводить к четырехугольным. В этом 

случае их следует вручную искусственно заме-

нять четырѐхугольными. Чтобы число треуголь- 

 
Рис. 13. Построение сетки конечных элементов по областям: а) – окно выбора области; б) – окно автоматиче-

ского разбиения сетки элементов 
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ных элементов сводилось к минимуму, следует 

при задании параметров сетки для каждой облас-

ти в окне “Auto mesh Surfaces” в разделе Element 

Shape отмечать угол 90
o
 (рис. 13, б). 

По окончании построений сетки необходимо 

сделать проверку на «совпадение точек», исполь-

зуя путь: Tools  Check  Coincident Nodes; ок-

но “Select Nodes to Check”Select All –> Ok! Ok! 

Окно “Select Nodes to Merge”  Select All  Ok! 

Окно “Check/Merge Coincident” –> Options  

Merge Coincident Entities  Ok! В результате 

этой процедуры все совпадающие точки, воз-

никшие в результате того, что они были исполь-

зованы дважды при построении соседних 

областей, будут уничтожены. В противном слу-

чае при анализе будет выдаваться сообщение об 

ошибке.  

На этом создание сетки элементов можно 

считать законченным. Однако в некоторых слу-

чаях при еѐ разбиении могут возникать ошибки 

построения, связанные с неравномерностью раз-

меров и неизометричностью выделенных облас-

тей, что определяется неоднородностью недр 

практически на всех иерархических уровнях тек-

тонических структур. Ошибки выражаются в 

том, что отдельные элементы могут быть непри- 

емлемой формы (например, элемент вырождает-

ся в линию) или разбитой оказывается не вся об-

ласть из-за сужающегося пространства, что не 

позволяет встроить элемент заданного размера. 

Обычно в таких случаях после анализа програм-

ма в «Message Review» сообщает номера неудач-

ных элементов, исправления приходится делать 

вручную с использованием последовательности 

вызовов Modify  Edit  Element. В некоторых 

случаях в сообщении может быть указание на 

большое число ошибок, например: «120 Fatal  

Error».  

На самом деле это может быть одна ошибка, 

вызванная, скажем, недоразбиением одной об-

ласти. Эту область легко обнаружить просто ви-

зуально, если она больших размеров (рис. 13), 

или по номерам элементов, указанных в сообще-

нии «Message Review», для чего используется 

путь: View  Show  Element. Ошибка исправ-

ляется улучшением формы области или умень-

шением еѐ размера. На рис. 14 представлен 

случай, когда недоразбиение сетки произошло 

просто потому, что область оказалась слишком 

большой. Для ликвидации ошибки достаточно 

было разбить еѐ на две с одинаковыми  

свойствами.  

 
Рис. 14. Пример неправильного разбиения в программе NASTARN. Та же структура, что и на рис. 9. Область в 

низу модели недоразбита чтобы это исправить, следует разделить еѐ на две 

Особый случай может возникнуть в резуль-

тате несовпадения узлов сетки по границе облас-

ти. При этом анализ может успешно завершиться 

и сообщений об ошибках не будет. Однако в кар-

тине деформаций, перемещений или напряжений 

возникнут неоправданные максимумы (или ми-

нимумы) в распределении величин соответст-

вующих характеристик. Сделав очень большое 

увеличение такого места, можно обнаружить не-

совпадение узлов (рис. 15).  

Чтобы исправить ошибку: 1) определяем 

№№ элементов, у которых не совпадают узлы, 

используя для этого путь: меню View-Show, окно 

«View Show»: Element, Ok! Окно: Select Ele-

ment(s) to Show, выбираем элементы с несовпа-

дающими узлами («щелкаем» по ним), определя-

ем их номера, ту же процедуру повторяем с уз-

лами: View  Show  Node; Ok! Окно: «Select 

Node(s)» и так далее. На созданной схеме (рис. 

15) определяем №№ элементов, в которых будем 

заменять узлы на соседние, например, не совпа-

дают узлы у элементов Е777 и Е2200, Е773 и 

Е2210 и т.д. Можно проделать следующую про-

цедуру: заменить узлы элемента Е777: N668 и 

N669 на узлы N2427 и N2426 элемента Е2200, то 

же с элементами Е773 и Е2210, где надо заме-

нить узлы N669 и N670 элемента Е773 на узлы 

N2426 и N2425 элемента Е2210 и так далее, пока 

все несовпадающие узлы соседних элементов не 

будут исключены.  
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Рис. 15. Пример неправильного разбиения и исправления в программе NASTARN. Ликвидация несовпадения 

узлов на границе двух областей (фрагмент модели): а – схема номеров узлов и  элементов с несовпадающими 

узлами; б –схема после исправления  

Процедура замены определяется последова-

тельностью вызовов: Modify  Edit  Element, 

окно: «Select Element(s) to Edit» (рис. 16, а) – 

вводим №№ элементов для редактирования 773 и 

777. Ok! После чего появляются окна для каждо-

го элемента по очереди, где мы делаем необхо-

димые замены номеров узлов, сверяясь со 

схемой (рис. 16). Окно для редактирования эле-

мента: «Define Plane Strain Element – Enter Nodes 

or Select with Cursor». В окне (рис. 16, б) пере-

числены все узлы, ограничивающие элемент 777. 

В данном случае: 668, 669, 980, 977; вместо узлов 

668 и 669 вписываем узлы 2427 и 2426 нижнего 

элемента 2200 (рис. 16, в) – Ok! Теперь эти два  

элемента имеют два общих узла – совпадение 

достигнуто. Аналогичным образом поступаем с 

элементом Е773 и другими.  

По окончании исправлений необходимо уда-

лить ненужные узлы, используя для этого путь: 

Delete  Model  Node. В окне «Select Node(s) 

to Delete» (рис. 16, г), надо перечислить все узлы, 

ставшие теперь лишними, для удаления: 668, 

669, 670 и т.д. – Ok! Если удалений было много, 

имеет смысл сделать «уплотнение»: File  Re-

build. Ok! 

Подобным образом можно с использованием 

этих процедур делать и другие исправления в 

сетке. 

 

 

 
Рис. 16. Объединение несовпадающих узлов при неправильном автоматическом разбиении сетки (см.рис 12):а –

выбор элементов (Е773 и Е777), в которых будут заменены узлы; б – фактическая нумерация узлов элемента 

Е777 (N668, N669, N980, N977 – см.  рис. 12а); в – объединение элемента Е777 с элементом Е2200 заменой уз-

лов N668 и N669 элемента Е777 на узлы элемента Е2200: N2427 и N2426; г – удаление ненужных узлов N668, 

N669 и N670  после окончательного  исправления элементов Е777 и Е773. 
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Создание зоны скольжения (трещина сдвига с 

трением). В тектонических моделях часто воз-

никает необходимость моделировать разрывы, то 

есть плоскости с ослабленным или отсутствую-

щим сцеплением. Это можно делать двумя спо-

собами: создавать очень узкую зону с резко 

пониженной (на несколько порядков) жѐстко-

стью или вязкостью или высокопластичную зо-

ну, в зависимости от того, какая была выбрана 

реологическая модель. При рассмотрении дву-

мерных моделей можно применить другой приѐм 

использовать «Slide-Element». Ниже описан по-

рядок действий.  

Во-первых, необходимо хорошо, чтобы одна 

из границ областей проходила по линии разрыва, 

граница скольжения будет проходить по ней (ве-

роятно она будет проходить только по части этой 

линии). Главное, что линия скольжения должна 

быть зафиксирована узлами. К созданию элемен-

та скольжения (Slide Element) приступают после 

уничтожения совпадающих узлов (Coincident 

Nodes) во всей модели, то есть после обычной 

процедуры: Tools  Check  Coincident Nodes; 

окно “Select Nodes to Check”  Select All  Ok! 

Ok! окно “Select Nodes to Merge”  Select All  

Ok! окно “Check/Merge Coincident”  Options: 

Merge Coincident Entities  Ok!  

Рассмотрим пример: граница скольжения 

(показана красным) (рис. 17, а) включает узлы12 

и 29, узел 10 является крайней точкой этой гра-

ницы. Для помещения сюда элемента скольже-

ния надо разделить эту поверхность, то есть 

добавить в эти же точки дополнительные узлы. 

Узлы добавляются только в точках 29 и 12. Вы-

зов: Model  Node, окно: «Locate: Enter IDs 

or…», Methods on Node, окно принимает вид 

рисунка (рис. 17, в) Курсором на экране выбира-

ем узел 12, в верхнем поле ID появляется цифра 

12, в нижнем поле ID появляется номер нового 

узла: 31 – OK! Повторяем операцию с узлом 29, 

создаѐм дублирующий узел 32 – OK! Cancel 

(рис. 17, б). 

Теперь надо создать новые элементы с но-

выми граничными узлами. Model  Element, ок-

но: «Define Plane-strain Element» (рис. 17, г); 

вместо элемента 7: ID – новый номер элемента 

(например 12, рис. 17, б), Property – свойство 

элемента, то есть в нашем случае: Plain strain, 

Nodes – обходим элемент по углам и вводим но-

мера узлов курсором или вручную. Если номера 

остались прежние – курсором, новые – вручную. 

Так для элемента № 9 с новым номером 14 вво-

дим номера узлов: 27, 29, 12, 8, (рис. 14, г); для 

элемента № 6 с новым номером13 вводим номера 

 
Рис. 17. Создание элемента скольжения. Разделение элементов 6, 7 и 9, 10; а –между элементами общие узлы 

10.29.12; б – переопределѐнные элементы с дополнительными узлами; в – окно, используемое для введения но-

меров дополнительных узлов; г – окно, используемое для переопределения элементов с новыми узлами около 

линии скольжения  
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узлов 32, 25, 3, 31. Переопределить надо все эле-

менты, прилегающие к будущей линии скольже-

ния. В данном случае: №№ 7, 6, 9, 10. Они 

получат новые №№ 12, 13, 14, 15, а элементы со 

старыми номерами надо удалить, для чего ис-

пользуем последовательность вызовов: Delete  

Model  Element, окно: «Entity Selection  select 

Elements to Delete», выбираем: 6, 7, 9, 10. 

Далее приступаем к созданию «элемента 

скольжения». Создание свойств элемента сколь-

жения: Model  Property, окно: «Define Proper-

ty»: Element / Property Type, выбираем Slide Line. 

Окно: «Define Property Slide Line Element Type» 

(рис. 18). В окне заполняются следующие графы: 

• Stiffnes Scale Factor – коэффициент, опреде-

ляющий в алгоритме расчета величину штрафа за 

взаимное проникание контактирующих поверх-

ностей. По умолчанию в поле параметра уста-

новлено значение ноль, соответствующее 

величине коэффициента равного единице. При 

этом допускается малое проникание скользящих 

поверхностей (порядка 1-2% от перемещений 

узлов) Снизить последнее можно, увеличив зна-

чение рассматриваемого коэффициента; 

• Master Width, Slave Width – ширина основ-

ной и подчиненной контактирующих поверхно-

стей, должна соответствовать толщине 

(Thicknesses), устанавливаемой в свойствах 

(Property) элементов; 

• Stаtic Friction Coеfficient – статический ко-

эффициент трения f между поверхностями вдоль 

линий скольжения; 

• Nonsliding Frictional Stiffness – задаваемый 

коэффициент жесткости tC  для относительного 

касательного смещения t  узлов линий сколь-

жения основной и подчиненной поверхностей до 

начала проскальзывания, то есть ttt FC  /  при 

NfFF tt  max , где tF  и N  – сила трения 

и нормальное усилие в контактирующих узлах. 

Коэффициент может быть использован для мо-

делирования упругих связей между контакти-

рующими поверхностями; 

• Slide Line Plane – указываемая для элемента 

координатная система, по отношению к которой 

его плоскость будет параллельна плоскости ХУ 

данной системы координат. 

С помощью опций Unsymmetrical Penetration 

(Несимметричное проникание) и Symmetrical 

Penetration (Симметричное проникание) указыва-

ется вид контакта. При включенной опции Sym-

metrical Penetration учитываются только 

симметричные члены матрицы жесткости эле-

мента, что снижает время расчета. 

На рис. 18 представлен пример заполнения 

окна слайд элемента в условной системе единиц 

(напряжения в килобарах). После заполнения: 

Ok! Cancel! Далее создаются два «тела», ограни-

ченные «главной» поверхностью скольжения - 

«master» (выбираем  любую, в данном случае - 

нижнюю) и «подчинѐнной» поверхностью 

скольжения - «slave» (выбираем верхнюю). По-

следовательность вызовов: Model –> Element, 

окно (рис. 19): «Define SLIDE LINE elements», (в 

поле ID номер элемента скольжения, Property –

Рис. 18. Введение свойств элемента скольжения, окно «Define Property - Slide Line Element Type» (описание в 

тексте)  
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порядковый номер свойств по модели), клавиша 

Master nodes! открывается окно: «Entity Selection 

– Select Master Nodes»: перечисляем узлы линии 

скольжения против часовой стрелки, присваивая 

номера нижнему телу: 29 – more, 12 – more 

(можно начинать с верхнего), OK! Опять окно: 

«Define SLIDE LINE Elements», клавиша Slave 

Nodes! Окно: «Entity Selection  Select Slave 

Nodes» Продолжаем перечислять против часовой 

стрелки, теперь переходя в верхний ряд (для нас 

«Slave»): 31 – more, 32 – more (новые номера), 10 

– more (последний одинокий номер, здесь сколь-

жение заканчивается, рис. 17, б). OK! Снова ок-

но: «Define SLIDE LINE Element», OK! Cancel

 
 

 
 

 

Рис.16. Создание областей «master» и «slave», разделѐнных элементом скольжения: а – окно, с помощью кото-

рого разделяем элементы; б – определение узлов, ограничивающих область «master»; в – определение узлов, 

ограничивающих область «slave» 

Задание краевых условий и систем закрепле-

ний. Следующим ответственным моментом под-

готовки модели является определение краевых 

условий. Эта процедура состоит из двух частей: 

«закрепления» границ модели (Constraint) и при-

ложения нагрузки (Load).  

Последовательность вызовов: Model  Con-

straint позволяет «закрепить» модель в простран-

стве, так как она представляет собой 

«вырезанный» участок земной коры, который в 

противном случае при приложении нагрузки бу-

дет перемещаться или вращаться целиком. Что-

бы этому воспрепятствовать, можно закрепить 

все узлы (Nodes) по вертикальным и нижней го-

ризонтальной границам модели. По вертикаль-

ным границам при этом запрещаются 

перемещения по оси Х, а по горизонтальной – по 

оси У. При решении плоской задачи способ за-

крепления будет различным в зависимости от 

того, какой элемент вы выберете. При выборе 

элемента «Plate» (плоское напряжѐнное состоя-

ние) нельзя игнорировать третью ось (Z). После-

довательность вызовов: Model  Load дает 

возможность определить способ нагружения. 

Нагрузка может быть поверхностной в виде сил 

или перемещений, приложенной к границам ис-

следуемого объекта, и объемной, приложенной к 

каждому элементу. Последний тип нагружения в 

геодинамике отвечает массовым силам. 

NASTRAN позволяет задавать нагрузку раз-

личными способами. Для тектонических моделей 

актуально приложение нагрузки в силах, в пере-

мещениях или в виде массовых сил. Местом 

приложения сил (или перемещений) могут быть 

как геометрические элементы модели, так и эле-

менты сетки, при этом всегда предпочтительнее 

выбирать за точки приложения узлы (Nodes), так 

как большей частью программа всѐ равно приво-

дит приложенную нагрузку к узлам. Распределе-

ние нагрузки можно произвести непосредственно 

по узлам, но можно задать и в виде функции. 

NASTRAN позволяет также задавать одновре-

менно несколько нагрузок, различным образом 

приложенных к модели. Например, сочетать уз-

ловые и нагрузки в массовых силах.  

При задании нагрузки в перемещениях необ-

ходимо закрепить весь участок, к которому при-

ложены перемещения: Model  Constraint  

Nodal, окно «Entity Selection…»: для закрепления 

выбираются узлы, к которым должны быть при-

ложены перемещения, OK!. Окно «Create Nodal 

Constraints/DOF»  «Fixed». После этого: Model 
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–> Load –Nodal, окно:«Entity Selection/…»: снова 

выбираются узлы, к которым должны быть при-

ложены перемещения, – Ok! После того, как вы-

браны узлы приложения нагрузки в виде 

перемещений, в окне: «Create Loads on Nodes» 

выбираем следующее: в основном разделе – Dis-

placement; Direction  Component; Method  

Constant; в разделе «Value» проставляем величи-

ну перемещения. Перемещения могут быть зада-

ны также функцией, то есть в виде переменной 

величины. В этом случае: в разделе Method – 

“Variable”, а в разделе “Value” вписывается сама 

функция в виде: 101.0*202.0  yx , тогда в раз-

деле «Value» – Fx вписываем выражение: 

101.0))53()(!(202.0  yndiyndx , здесь выра-

жение в скобках показывает, что величина долж-

на быть распределена межу выбранными узлами 

в соответствии с указанной функцией, а 53 – но-

мер узла с наименьшим значением У. 

При решении задач в нелинейной постановке 

описание свойств материала должно включать 

также характеристики пластичности. После ко-

манды Model – Material и открытия  окна «Define 

Isotropic Material» (рис. 11, а) открывшаяся таб-

лица заполняется, как было описано ранее, в со-

ответствующей системе единиц (в данном случае 

в системе CGS), а после нажатия клавиши «Non-

linear» открывается дополнительная таблица 

«Define Nonlinear Material» (рис. 10, б). Здесь на-

до выбрать тип материала – Elasto-Plastic, тип 

пластической модели, Yield Criterion: Drucker-

Prager (или другое), далее 2*Cohesion (сцепле-

ние), для модели Друккер – Прагера: 

)cos3/()sin3(*2   TС  , где Т  – предел пла-

стичности, а   – угол трения (Friction Angle), 

который проставляем в следующей графе. В гра-

фе Plasticity Modulus H проставляем величину: 

  1
/1


 EEEH TT , где TE  – модуль пластично-

сти, а E  – модуль Юнга. Далее после нажатия 

кнопки Extended Material Model – окно «Extended 

Drucker – Prager Material», где можно проставить 

угол дилатансии (Dilatansy Angle) и предел пла-

стичности (Initial Yield Stress). Но введение не-

линейности материала не устраняет линейности 

решения. Главной проблемой расчѐта является 

то, что при составлении уравнений равновесия 

приходится использовать свойства материала, 

которые зависят от напряжений заранее неиз-

вестных. Решение может быть получено методом 

проб и ошибок, чтобы в конце концов, параметры 

материала были подобраны удовлетворяющими 

заданным условиям. При этом алгоритмы расчѐ-

та требуют, чтобы нелинейные параметры мате-

риала изменялись на относительно небольшую 

величину при сходящихся расчѐтах. Для дости-

жения этого внешняя нагрузка должна быть по-

делена на серию шагов с постепенным прираще-

нием нагрузки. Чем выше нелинейность состоя-

ния материала, тем приращение нагрузки должно 

быть меньше. Если структура ведѐт себя линей-

но, достаточно одной общей нагрузки.  

Для выбора приращения нагрузки в разделе 

«Method» выбираем метод нагружения. Нами 

наиболее успешно применялись: iteration (iter) и 

semi-automatic(semi). Процедура выбора величи-

ны приращения нагрузки регулируется с помо-

щью следующих опций (рис. 20): Number of 

Increments (заданное число шагов приращения 

нагрузки) и Max Iteration| Step – максимальное 

число одношаговых приращений нагрузки. Кро-

ме того, можно задать дополнительное число ша-

гов для случая несхождения расчѐта – опция: 

teration before Update. Регулировать точность 

расчѐта можно с помощью опции Convergence 

Tolerances – ошибки сходимости. Для геодина-

мических расчѐтов следует задавать величины 

ошибок много большие по сравнению с предла-

гаемыми программой по умолчанию, во всяком 

случае не меньше 0.1. 

Кроме выбора метода нагружения должна 

быть выбрана некоторая процедура итераций. Из 

предлагаемых программой методов расчѐта бо-

лее приемлемыми оказались метод коррекции 

жѐсткости Ньютона – Рафсона и его модифици-

рованный вариант. Метод коррекции жѐсткости 

приводит к более быстрой сходимости, но требу-

ет большей памяти, т.к. при этом матрица жѐст-

кости должна быть часто реконструирована. 

Второй метод более медленный. Таким образом, 

перед анализом необходимы некоторые допол-

нительные действия по выбору методов расчѐта: 

Model  Load  Nonlinear Analysis. Открывает-

ся окно (рис. 20): «Load Set Options for Nonlinear 

Analysis». В самом верху окна появляется запись: 

Load Set 3, где 3 – номер сета для которого про-

изводится расчѐт, и далее титул этой нагрузки, 

на рисунке: «displ+body», то есть перемещения + 

вес. За этой надписью надо следить, если в моде-

ли анализируется несколько нагрузок. В разделе 

Solution Type отмечаем «Static». В самом низу 

окна – клавиша Default, при еѐ нажатии про-

грамма заполняет все необходимые опции по 

умолчанию. Учитывая выше сказанное,  разумно 

сделать некоторые изменения. В разделе «Num-

ber of Increments» проставить число желаемых 

шагов расчѐта, например: 20. В разделе «Method» 

– выбрать «iter» или «semi», можно увеличить 

число «Iterations Before Update» – число допол-

нительных делений при каждом шаге, которое 

может быть автоматически применено в случае 

неудачного расчѐта при очередной итерации.  

В разделе «Output Control» можно заменить «No» 

на «All», чтобы все результаты расчѐта были в 
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дальнейшем представлены в «Post Processing Da-

ta». В разделе «Convergence Tolerance», опреде-

ляющем ошибки сходимости, полезно 

существенно увеличить значения их величин, так 

как точность геодинамических расчѐтов по ряду 

объективных причин во много раз хуже, чем 

точность расчетов конструкций, можно довести 

их до 1 (и даже при необходимости больше). И, 

наконец, в некоторых случаях положительный 

результат (доведение расчѐта до конца) достига-

ется благодаря замене предлагаемой стратегии 

расчѐта «Solution Strategy Overrides» на другую, 

например, на «Full Newton – Raphson».  

При задании нагрузки в виде массовых сил: 

Model –> Load –> Body. В открывающемся окне 

«Create Body Loads» активизируем графы Accele-

ration и задаѐм ускорение силы тяжести в графе 

«Y» при решении двумерной задачи  в графе 

«Z@ в случае трехмерной задачи в соответст-

вующей системе координат. NASTRAN позволя-

ет также задавать одновременно несколько 

нагрузок, различным образом приложенных к 

модели. Например, сочетать узловые нагрузки  и 

нагрузки в массовых силах. Есть два пути, чтобы 

это выполнить. 1. Load  Set, открывается окно 

«Create or Activate Load Set», в титул вписываем, 

например: n+body (нодальная + массовая) и пос- 

 
Рис. 20. Выбор метода нагружений, числа итераций, метода расчѐта и допустимых ошибок сходимости  при 

нелинейном анализе 

ледовательно задаѐм Model  Load  Nodal … и 

Model  Load  Body. Есть другая возмож-

ность: если есть необходимость последовательно 

рассмотреть результаты каждой нагрузки: Model 

 Load  Set, Title: 1. Nodal, Load  Nod-

al…Model  Load  Set, Title: 2. Body, Load  

Body….Model  Load  Combine, окно «Com-

bine Load Data», в разделе From Set выбираем 

«nodal», More!, открывается новое окно с тем же 

названием: Last One! Выбираем из строчки From 

Set следующий тип нагрузки: «body». В окне 

«Create or Activate Load Set» появилась запись 

«3. Combined Set». Для памяти можно дописать 

«n+body». 

Графическое представление результатов рас-

чёта (Post processing) осуществляется так же как 

и в препроцессорной с помощью программы 

FeMap. Программа даѐт возможность рассмот-

реть большое число характеристик в графиче-

ском виде, чтобы выбрать нужную: View  

Select, окно: «View Select» (рис. 21). Таблица со-

держит разделы «Deformed Style» и «Contour 

Style», позволяющие создавать графики напря-

жений, деформаций и перемещений. Действия 

производятся в следующем порядке: выбираем: 

Deformed Style: Deform; Contour Style: Contour; 

далее клавиша - Deformed and Contour Data! Ок-

но: «Select Post Processing Date» (рис. 20). В раз- 
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деле «Output Set» надо выбрать вариант расчѐта, 

в разделе Output Vectors выбираем, например, 

Deformation  Total Translation, Contour  Plate 

Top MaxShear Stress. Ok! Ok!  

Программа NASTRAN позволяет делать под-

ряд несколько вариантов расчѐта, меняя отдель-

ные параметры (Modify  Edit) нагрузки (Load) 

и закрепления (Consteraint). Каждый вариант 

должен записываться в свой Set с соответствую-

щей записью в Title, который следует активизи-

ровать (Model  Load или Constraint  Set, 

выбираем нужный вариант) перед тем как произ-

водить анализ или делать какие-то изменения. 

Каждый новый расчѐт фиксируется в своѐм Out-

put Set. Рекомендуется вести регистр сетов для 

каждого расчѐта: Load-Set, Constraint-Set и Out- 

put-Set. Программа сохраняет их все, поэтому 

можно восстановить исходные параметры по 

всем использовавшимся вариантам краевых ус-

ловий. А вот изменения свойств деформируемых 

материалов не фиксируются, сохраняется запись 

только последнего варианта. Поэтому для каждо-

го варианта свойств (и материалов) приходится 

создавать свою модель. Есть ещѐ одна особен-

ность создания графиков: автоматически про-

грамма сама выбирает диапазоны величин 

исследуемых характеристик для каждого цвето-

вого уровня. Автоматически всегда создаѐтся 16 

уровней. Цветовой набор один и тот же, поэтому, 

если мы хотим сравнить две модели или величи-

ны двух характеристик (например, касательные 

напряжения упругой и пластичес кой модели), 

 
Рис. 21. Окно, позволяющее выбрать необходимые характеристики для графического представления результа-

тов расчѐта после окончания анализа модели (Contour), а также выбора вариантов расчѐта (Output Set) 

приходится прибегать к специально созданной 

пользовательской шкале. 

Например, при анализе регионального геоло-

гического разреза через Анды были созданы две 

модели глубиной 400 км и глубиной 600 км. 

Вторая модель углублена для смягчения краевых 

условий, в остальном модели ничем не отлича-

ются друг от друга. Сравнение проводилось для 

выяснения эффективности введения дополни-

тельной области. Диапазоны величин напряже-

ний этих двух вариантов сильно отличаются друг 

от друга, поэтому величина изменения напряже-

ний между соседними изолиниями в одном слу-

чае –   29 кб, в другом – 47  кб, одному и 

тому же цветовому уровню соответствуют на-

пряжения разной величины. Этих неприятностей 

можно избежать, если установить для обеих мо-

делей одну шкалу.View – Options, окно: «View 

Options», из раздела «Options» выбираем 

Contour/Criteria Levels, далее: Level Mode  User 

Defined, число уровней (Levels) – 20, диапазон 

напряжений - максимальный, включающий дан-

ные обеих моделей, в данном случае это: Mini-

mum: 0, Maximum: 700 кб, таким образом шаг 

напряжений тоже общий: 35 кб.  

Результаты расчётов пошаговой итерации. 
При нелинейном анализе, если в окне «Load Set 

Options for Nonlinear Analysis» в разделе Output 

Control – Intermediate установлено: «All», то 

обычным образом можно получить данные для 

каждого шага итерации. В случае, если расчѐт по 

каким-либо причинам обрывается на промежу-

точном шаге, выдаѐтся сообщение об ошибке, 

однако уже вычисленные данные можно полу-

чить в виде списка или графика для каждого от-

дельного шага. Сообщение Fatal Error по 

окончании расчѐта не означает ещѐ наличия гру-

бой ошибки при расчѐте, а означает лишь, что 

величины расчѐтных характеристик превысили 

поставленный при создании программы предел 

деформаций в 20%, что вызвано назначением 

программы для конструкторских целей.  
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Графики векторов. Программа FeMap строит  

также, когда это необходимо, графики векторов: 

перемещений и их компонент, траекторий осей 

напряжений и деформаций, выбор которых осу-

ществляется в окне «Select PostProcessing Datas» 

(рис. 22). На рис. 23 представлен график векто-

ров полных перемещений, совмещѐнный с гра-

фиком деформаций в тестовой модели при 

закреплѐнном основании и нагрузке точечными 

силами. График получен следующим образом: 

View Select – Contour Style – Vector, Deformed 

Style – deform; Deformed and Contour Data! Окно 

«Select Post Processing Data»: Output Set – выби-

раем вариант расчѐта, Deformation –  чтобы по-

лучить картину абсолютных деформаций 

выбираем Total Translation, клавиша: Contour 

Vectors! Открывается окно «Contour Vector  

Options», в разделе Elemental Output Vectors,  

Vector1 – выбираем Total Translation, и цвет изо-

бражения векторов, это важно, когда хотим по-

строить график сразу двух типов векторов или 

даже трѐх, например график траекторий всех 

главных нормальных напряжений. В данном 

случае выбраны только траектории полных пе-

ремещений (рис. 23) Ok! Ok! Ok! Закрываются 

все три окна.  

Списки (Lists). В виде «списков» (таблиц) могут 

быть получены данные о геометрии модели (List 

 Geometry), о самой модели (List  Mode : о 

номерах и координатах узлов, номерах и свойст-

вах элементов, о материалах модели, о парамет-

рах краевых условий (Load, Constraint), о 

результатах расчѐта (List  Output). Чтобы по-

лучить списки в файлах, необходимо предвари-

тельно поместить название файла в соответст-

вующую директорию: List  Destination, окно 

«Listing Destination», File  Select File, окно 

«Listing Destination File», записать имя файла в 

соответствующую директорию, «открыть» Ok! 

Чтобы составить список автоматически в стан-

дартном виде: List  Output  Standard. В этом 

списке находятся данные о напряжѐнном состоя-

нии модели. После этой команды открывается 

окно «List Formatted Output», в котором надо вы-

брать программу, в которой производился рас-

чѐт, тип элементов в модели и тип данных в 

списке. На рис. 24 выбран вариант 20 для про-

граммы NASTRAN, квадратных элементов и ти-

па данных – напряжения. При решении плоских 

задач представляются  данные обо всех компо-

нентах напряжений, полученных в результате 

расчѐта, о главных нормальных напряжениях, об  

 

Рис. 22 Окно для выбора графического представления фактических деформаций (Deformation) и картины в изо-

линиях распределения различных характеристик моделирования (деформаций, напряжений, перемещений и др.  
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Рис. 23. График перемещений узлов сетки тестовой модели при нагружении еѐ точечными силами в 5 дин каж-

дая и закреплении основания вектора перемещений. Вектора перемещений изображены короткими стрелками, 

длинные стрелки показывают направление действующих сил. Общая деформация отражена в искажениях эле-

ментов, величина деформаций на графике относительно действительных увеличена в  5*10
3 
раз для наглядности 

углах, составленных осью Х и траекторией глав-

ного алгебраически максимального нормального 

напряжения, а также о касательных напряжениях 

Мизеса. 

Для трѐхмерной задачи в список входят все 

компоненты напряжений, все главные нормаль-

ные напряжения и касательные напряжения Ми-

зеса и среднее давление: 3/)( 321   . 

Данные привязаны к элементам, номера которых 

также находятся в таблице. Кроме того, можно 

получить список элементов с номерами ограни-

чивающих их узлов (List –> Model –> Element) и 

свойств элементов и отдельно список координат 

всех узлов (List  Model  Node), а также спи-

ски материалов деформируемых областей, их 

свойств и список закреплѐнных узлов с указани-

ем осей, по которым установлен запрет (List  

Model  Constraint). Существует одна особен-

ность при составлении списка данных о напря-

жениях при решения задач в упруго-

пластической постановке. После сообщения о 

безошибочном прохождении расчѐта возникает 

окно с вопросом «Ok to read Nonlinear Stress and 

Strain?».  

Если мы хотим получить данные о деформа-

циях, ответ – «Да», но при этом списка перечис-

ленных выше напряжений в стандартном виде 

мы не получим. Тогда надо создавать пользова-

тельское форматирование или выводить данные 

в неформатированном виде, что большей частью 

не нужно и создаѐт дополнительные неудобства. 

Поэтому для создания в последующем стандарт-

ного списка напряжений на упомянутый вопрос 

следует ответить «Нет». Использование списков 

удобно при построении графиков в других про-

граммах, например, в Surfer, а также при необхо-

димости вычисления каких-то дополнительных 

величин, например коэффициента Лоде – Надаи. 

Другим вариантом визуализации результатов 

расчета является сохранение полученных данных 

в виде цифровых файлов. Далее эти файлы могут 

быть обработаны, а результаты расчета визуали-

зированы с помощью широко известных процес-

соров Surfer, ORIGIN и другие. 

Анализ модели в NASTRAN. Анализ созданной 

модели (File –> Analyses), то есть еѐ расчѐт, при 

тектоническом моделировании используется 

главным образом трѐх типов: 1 – «Static» – при 

решении линейных статических задач, практиче-

ски - при решении упругих линейных задач. 10 – 

«Nonlinear Static» – при решении нелинейных 

задач в том числе – пластических и 20 – «Steady-

State Heat Transfer» – при решении задач с тепло-

вым потоком. Кроме того, при решении нели-

нейных задач полезно использовать предва-

рительно пункт 7 – Buckling – для определения 

коэффициента устойчивости Eigenvalue этот ко-

эффициент позволяет определить критическую 

силу при упругом деформировании данной мо-

дели. Эта величина может быть ориентиром при 

задании нагрузки и критических величин (крите-

риев пластичности или прочности) при решении 
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нелинейных задач. Далее выбирается тип вывода 

результата анализа (Output Types) – 3. All – ко-

манда для вывода всех результатов расчѐта. 

Представление результатов. Результаты расчѐ-

та представляются программой двумя способа-

ми: в виде графиков, отображающих 

распределение расчѐтных величин в пределах 

модели или в виде таблиц (списков), представ-

ляющих расчѐтные числовые данные, отнесѐн-

ные к узловым точкам или к центрам элементов 

модели. На рис. 25 представлены образцы обоих 

типов: а) – график максимальных касательных 

напряжений Мизеса при наклонном взбросе 45
о
 и 

подвижке висячего крыла на величину 1/5 мощ-

ности модели, величины напряжений представ-

лены в единицах CGS в динах/cм
2
 

(1000 дин/см
2
 = 1 г/см

2
); б) фрагмент таблицы с 

данными о компонентах напряжений, об углах 

между направлением максимального главного 

напряжения и осью Х, о величинах главных нор-

мальных напряжений и касательных напряжений 

Мизеса при плоском напряжѐнном состоянии, 

где указывается число предупреждений (Warning 

Message(s)), число информаций (Information Mes-

sage(s)) и число ошибок (Fatal Error(s)).  

Если ошибок нет, (0 Fatal Error(s)), то можно 

приступить к рассмотрению результатов анализа: 

«continue» (продолжить). При наличии ошибок 

можно просмотреть их содержание: «Show De-

tails». Для этого следует открыть окно «Message 

Review». При желании можно обратиться к по-

мощи: «Help», открывается окно «MSC/NAST-

RAN for Windows Help System», где описывается 

предполагаемая причина ошибки, а также «User 

Action» необходимые для еѐ исправления дейст-

вия пользователя.  

Далеко не всегда эти советы помогают. Тем 

не менее, просмотреть их бывает полезно. После 

устранения ошибок расчѐт следует повторить. 

После окончания анализа, выдаѐтся список со-

общений: «Message Review», Details», где ошиб-

ки описываются подробно, если надо, указыва-

ются номера ошибочно посчитанных элементов. 

 
Рис. 24. Окно для выбора типа данных для списка, а также типа элементов и программы, в которых произво-

дился анализ  
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. 

Рис. 25. Представление результатов расчѐта в виде графика (а) и в числовых характеристиках (б): а – график 

максимальных касательных напряжений Мизеса при наклонном взбросе 45 градусов  и подвижке висячего кры-

ла на величину 1/5 мощности модели, величины напряжений представлены в единицах CGS в динах/cм
2
 (1000 

дин/см
2 

=1г/см
2
) применительно к модели из бентонитовой глины; б – фрагмент таблицы с данными о компо-

нентах напряжений, об углах между направлением максимального главного напряжения и осью Х, о величинах 

главных нормальных напряжений и касательных напряжений Мизеса при плоском напряжѐнном состоянии 

 

ПЕРСПЕРКТИВЫ ЧИСЛЕННОГО МОДЕЛИРОВАНИЯ  

ЗАДАЧ ГЕОДИНАМИКИ И ТЕКТОНОФИЗИКИ 

Достоинства и недостатки программы 

NASTRAN. В заключение следует отметить сле-

дующее. Коммерческие программы для конечно-

элементного моделирования, аналогичные про-

грамме NASTRAN, обладают большими воз-

можностями и удобным интерфейсом. Но эти 

программы создавались для решения техниче-

ских задач (расчет строительных конструкций, 

деталей машин, конструкций летательных аппа-

ратов) и с этим в основном связаны сложности 

их применения к анализу тектонофизических 

моделей. 

К достоинствам программы NASTRAN без-

условно следует отнести то, что она:  

1. используя программу FeMap, удобна на 

стадии подготовки модели (Pre Processing) и в 

стадии представления результатов расчѐта (Post 

Processing), она также хорошо сочетается с гра-

фической программой ACAD, что позволяет су-

щественно упростить процесс построения 

сложных тектонофизических моделей; 

2. обладает хорошими возможностями для 

визуализации всех шагов создания и анализа мо-

дели; 

3. позволяет решать задачи с использовани-

ем различных реологических моделей в линей-

ной и нелинейной постановке для многосвязных 

областей с широким диапазоном вариации меха-

нических свойств; 

4. обрабатывает большой объѐм данных, 

способна производить расчѐты для сложных мо-

делей с большим числом элементов ( до десятков 

тысяч) при автоматическом разбиении сетки 

элементов; 
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5. позволяет легко модифицировать свойст-

ва деформируемого материала и краевые усло-

вия, а также условия нагружения, позволяет 

вносить коррективы в сетку элементов, благода-

ря этому возможно при быстром варьировании 

условий производить серии расчѐтов с одной и 

той же моделью. 

К недостаткам следует отнести то, что ряд 

особенностей программы существенно осложня-

ет еѐ применение к тектонофизическому модели-

рованию: 

1. созданная для технических расчѐтов, эта 

программа имеет ограничения при нелинейном 

анализе (на пластической стадии) на величину 

пластических деформаций, которые не должны 

превышать 20% (программа в этом случае выда-

ет сообщение об ошибке), а в тектонофизических 

моделях могут быть очень большими, в условиях 

длительных деформаций тектонических структур 

неизбежны деформации порядка сотен  

процентов; 

2. программа чувствительна к резкому гра-

диенту упругих свойств, когда рядом располо-

жены области, упругие модули которых на 

несколько порядков различаются.  

3. использование упруго-вязкой аналогии 

при решении целого ряда задач геодинамики 

требует задания значений коэффициент Пуассо-

на равным 0.5 (несжимаемость среды), в то вре-

мя как комплекс NASTRAN позволяет 

выполнять расчеты со значениями этого коэф-

фициента, не превышающими 0.49; 

4. ввиду сложности моделей разбиение сет-

ки вручную просто нецелесообразно, а при авто-

матическом разбиении по причине всѐ той же 

сложности происходят сбои, которые требуют 

ручной коррекции; 

5. при модификации данных о материалах с 

созданием новых вариантов одной модели моди-

фикации не фиксируются, поэтому требуется 

создание реестра изменений в соответствии с 

№№ расчѐтов (Output Sat) или, для новых 

свойств, использование новой модели; 

6. при возникновении ошибок в процессе 

анализа их причина не всегда указывается доста-

точно корректно, во всяком случае при тектоно-

физическом моделировании. 

7. Имеющиеся описания комплекса 

NASTARN не позволяют правильно реализовать 

некоторые его возможности и требуют консуль-

тации у специалистов или его создателей. 

В Институте прикладной механики РАН ее 

сотрудники А.Н. Власов и М.Г. Мнушкин для 

решения собственных задач по расчету основа-

ний строительных сооружений в начале 90-х го-

дов прошлого столетия создали конечно-

элементную программу U-Way, которая во мно-

гом свободна от целого ряда перечисленных не-

достатков комплекса NASTRAN. Эта программа 

снабжена целым рядом математических алго-

ритмов, позволяющим решать системы линей-

ных алгебраических уравнений большой разме-

рности. Эта программа не имеет ограничений по 

интенсивности пластических. В ней существует 

возможность выбора значений коэффициента 

Пуассона практически равным 0.5 (0.4995). 

В настоящее время она не имеет собственной 

препроцессорной и постпроцессорной частей. 

Задание на расчет в виде модели среды, геомет-

рии объекта, сетки конечных элементов, гранич-

ных и начальных условий в ней задаются 

посредством текстовых файлов. На первый 

взгляд это выглядит менее удобным, чем в про-

грамме NASTARN. Но оказалось, что при соче-

тании возможностей U-Way с возможностями 

NASTARN этот недостаток превращается в дос-

тоинство. Поскольку программа NASTARN по-

зволяет в виде списков создавать выходные 

файлы, содержащие информацию о конечно-

элементной сетке (координаты новдов-узлов, 

номера нодов, образующих элементы), краевых 

условиях (номера нодов с разным типом закреп-

ления), свойствах внутренних областей (номера 

элементов, входящих в отдельные области), то 

разработанная нами дополнительная сервисная 

программа на языке Fortran позволяет конверти-

ровать эти выходные файлы NASTRAN в фор-

мат, необходимый для входных файлов U-Way. 

Таким образом, создав первоначально геометрию 

и сетку решаемой задачи в программе NASTARN 

(здесь используется препроцессор FeMap), про-

верив ее в результате расчетов в упругом при-

ближении, далее мы производим конвертацию 

этой модели в формат программы U-Way и вы-

полняем полный расчет упруго-пластической 

задачи с использованием ее процессора. 

Перспективы численного моделирования.  

В настоящее время тип поведения среды в про-

цессе нагружения (упруго-хрупкое, упруго-

пластическое) задается при создании расчетной 

модели. При этом в коммерческих программах 

не реализованы принципы расчета локальной 

неустойчивости, возникающей при однородном 

нагружении, и разрушения после достижения 

больших деформаций. В этих программах невоз-

можно получить хрупкий разрыв в результате 

нагружения. Как правило, локальную пластиче-

скую неустойчивость, а также хрупкий разрыв 

можно получить косвенным образом, вводя на 

определенном этапе нагружения соответствую-

щие изменения в механические свойства среды. 

Развитие численных методов происходит в 

направлении реализации в них сложных моделей 
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деформационного поведения среды, учитываю-

щих реальное упруго-хрупкое и упруго-

пластическое деформирования, которое проис-

ходит в различных условиях, в различных на-

пряженных состояниях. Подобные подходы 

сейчас развиваются в работах томской группы 

механиков [Макаров и др. 2007; Стефанов, 2002, 

2005]. Применительно к горным породам верх-

них слоев земной коры наиболее достоверным 

является использование модели упруго-

пластического тела с пределом текучести по Ку-

лон – Мору или Друккер – Прагеру с возможно-

стью возникновения хрупких разрывов.  

На рис. 26 на диаграмме Мора показаны участки, 

определяющие различные состояния в процессе 

упруго-пластического деформирования.  

Начальный участок диаграммы, определяю-

щий существование растягивающих нормальных 

напряжений, соответствует набору напряженных 

состояний, где в трещиноватых горных породах 

возможно формирование отрывов (область жел-

того цвета). Область, заключенная между внеш-

ней огибающей и линией минимального 

сопротивления сухого поверхностного трения, 

исходящей из начала координат диаграммы Мо-

ра, определяет набор напряженных состояний, 

для которых возможна активизация ранее суще-

ствовавших трещин (область светло-голубого 

цвета). Точки на внешней огибающей правее 

точки А отвечают состояниям, при которых воз-

никают новые сколы. Правее линии начала ком-

пакции в горных породах на микроуровне 

начинает разрушаться контакт матрикса с зерна-

ми и агрегатами, что приводит к уплотнению 

горных пород за счет более равномерного рас-

пределения напряжений (до этого большую их 

часть воспринимали на себя более жесткие зерна, 

а матрикс был менее нагружен). Область, в пре-

делах которой происходит компакция, определя-

ет начальную стадию пластического поведения 

среды (область коричневого цвета). Чем выше 

уровень девиаторных напряжений, тем уже по 

горизонтали эта область. Чем меньше девиатор-

ные напряжения, тем больший уровень всесто-

роннего обжатия требуется. В области 

компакции макропластическое поведение на 

микроуровне обу словлено хрупкими микроско-

лами на границах зерен, и поэтому эту стадию на 
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Рис. 26. Диаграммы состояний: а – диаграмма Мора, определяющая различные типы напряженного состояния, 

реализующиеся в процессе его нагружения, и характеризующая ожидаемый деформационный отклик (по гори-

зонтали вправо откладываются изотропное давление, по вертикали максимальные касательные напряжения); б 

– диаграмма упруго-пластического деформирования с упрочнением на пластической стадии. 

1 – внешняя огибающая на участке упруго-хрупкого поведения горных пород, 2 – линия минимального сопро-

тивления сухого поверхностного трения, 3 – линия предельного пластического состояния, 4 – линия начала 

компакции пород, 5 – линия завершения компакции, А – точка, разделяющая предельные состояния хрупкого и 

пластического разрушения 

самом деле следует определить как квазипласти-

ческую. Правее этой области начинаются напря-

женные состояния, отвечающие истинно 

пластическому поведению материала. Точки на 

внешней огибающей правее точки А определяют 

предельные состояния, для которых наступает 

разрушение после пластического течения. 

Реализация в авторских конечно-элементных  

программах PARAVOZ, FLAG, И др. [Poliakov et 

al., 2001; Стефанов, 2005] предельных условий в 

соответствии с рис. 20 позволил получить ряд 

важных результатов (см. рис. 27, рис. 28 и 

рис. 27 по работам Ю.П. Стефанова [2008]), ко-

торые позволяют получать деформации и струк- 

туры разрушения максимально приближенные к 

результатам физического эксперимента. 

а 
б 

65



 

Рис. 27. Результаты численного расчета роста трещин при одноосном сжатии (по вертикали) образцов хрупких 

материалов с наклонной трещиной  (а), центральным отверстием (б) и неоднородном пористом образце песчан-

ка (в)] 

 
Рис. 28. Формирование полос локализованной деформации Риделя для механизма однородного по глубине го-

ризонтального сдвига при значениях коэффициента внутреннего трения и дилатансии: 15.0,25.0   (а) и 

для случая последовательного создания прямого (t1)и обратного сдвига 115.0,63.0  (б) 

Здесь на (рис. 27) показаны полученные в ре-

зультате численного моделирования одноосного 

сжатия структуры разрушения отрывного и ско-

лового типа (модель упруго-хрупкого поведения 

среды), развивающиеся в образце, имеющем де-

фект в виде заранее созданного разрыва сплош-

ности (рис. 27, а) или в виде точечного дефекта 

(дырка) (рис. 27, б). На рис. 27, в структуры раз-

рушения формируются в изначально бездефект-

ном образце. 

Эти результаты получены с использованием 

итерационных приемов расчета, когда в процессе 

нагружения оценивается напряженное состояние, 

и там, где согласно критериям теории прочности 

наступает предельное состояние по растяжению 

или сдвигу, программа автоматически вводит 

разрыв в данном элементе  внутренних связей 

(черные точки на рис. 27, в). При наличии после-

довательной системы таких нарушенных элемен-

тов (макроуровень) это выглядит как трещина  
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Рис. 29. Локализация пластических деформаций при 

вдавливании жесткого штампа в упругопластическую 

среду для разных значений коэффициента внутренне-

го трения   и дилатансии  : а - 0 ; б - 

15.0,25.0  ; в - 12.0,546.0  .] 

скола или отрыва (черные линии на рис. 27). Ре-

зультаты численного моделирования состояния

однородного горизонтального сдвигания пред-

ставлены на рис. 28. Это моделирование выпол-

нялось в предположении упруго-пластического 

поведения материала. Критерии пластичности в 

виде, представленном на (рис. 25), при учете яв-

ления дилатансии определяли характер распре-

деления и ориентацию полос пластической 

локализации (темные линии). На рис. 28, б  пред-

ставлены результаты расчета полос локализации 

для последовательной смены направления сдви-

гающих напряжений. В представленных на 

рис. 29 результатах моделирования полос лока-

лизации, формирующихся в упруго-пластичес-

кой полуплоскости под действием приложенного 

к верхней границе жесткого штампа, отметим 

резкое изменении морфологии пластического 

течения для случая, когда коэффициент внутрен-

него трения  во много раз больше коэффициен-

та дилатансии   (рис. 29, в). В тех случаях, 

когда они были близки или наблюдалось обрат-

ное (рис. 29, а, б), имело место неустойчивое со-

стояние массива под штампом (линии локали-

зации выходят на поверхность, создавая замкну-

тую область пластического течения). При повы-

шении значений коэффициента внутреннего 

трения массив переходит в более устойчивое со-

стояние, линии локализации разомкнуты на глу-

бину массива 
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